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ABSTRACT

Le propos de cet article est d’étudier des liaisons entre applications p absolu-
ment sommantes et applications p décomposantes. On donne ensuite quelques
applications.

Introduction

La théorie des applications p absolument sommantes s’est considérablement
développée depuis larticle de Pietsch [12]. Par ailleurs, 1a théorie des probabilités
a mené Schwartz (voir notamment [19]) & introduire la classe des applications
radonifiantes (pour cet article, il suffit de savoir qu’une application est p radoni-
fiante si et seulement si sa transposée est p décomposante; cf no. 4 pour la définition
des applications p décomposantes). Laliaison entre applications p radonifiantes et p
absolument sommantes a été mise en évidence par. Schwartz [20] dans un
théoreme de “‘dualité’’. Dans cet article, on donne une autre démonstration du
théoréme de dualité faisant intervenir des techniques de produits tensoriels d’es-
paces de Banach. Cette présentation meéne 4 des applications nouvelles. Les prin-
cipaux résultats de cet article ont été résumés dans une note & I’Académie des
Sciences [17]. Pour d’autres applications du théoréme de dualité, dans I’esprit de
cet article on pourra consulter Kwapien [8].

1. Notations et rappels de résultats

a) Les espaces de Banach étudiés sont soit tous réels, soit tous complexes. Si E
et F désignent deux espaces de Banach, on note #(E,F) I'espace de Banach des
applications linéaires continues de E dans F. Le dual topologique de E, E’, est
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muni de sa topologie naturelle d’espace normé, sauf mention expresse du con-
traire. Si xe E et T € #(E, F), on note H X H la norme de x, l
de T et 'T ’application transposée de T de F’ dans E'.
Soit « une ® norme sur E® F (cf. [1], [4] ou [18] pour la définition et des
propriétés élémentaires des ® normes). On note E ®, F le produit tensoriel E ® F

T “ la norme usuelle

muni de « et par E C;)aF le complété. Siu e E® F, on note u - ‘u 1’isomorphisme
de symétrie de E® F dans F ® E. On définit alors la norme transposée de «,‘,
par la formule ‘a(u) = a(*u).

Soit (x;) une suite d’éléments de E, p un nombre réeltel que 1 < p < + o0, p’ le
nombre conjugué de p, 1/p+1/p'=1.

On note N ,(x;) le nombre réel fini ou non

N = (2 ]

1/p
”) si p< +o0

sup | x[, p=+oc0.

On désigne par M (x;) I’expression:
My (x) = sup N({xxD).
x‘cE’

x| =1
Soitue EQF, u=2}_,x;® y;. On pose:

g(u) =inf N (x)M,(y;) la borne inférieure étant prise sur I’ensemble des

représentations de u. On pose aussi:
dp(u) = inf M, (x)N,(y;) = "g,(u).

On sait que g, et d, sont des ® normes sur E® F ([18] th. 3.1),et que pour
tout ue EQ® F la fonction p — d,(u) (resp p — g,(u)) est décroissante ([ 18] th. 3.2
corollaire). Il existe une application linéaire continue naturelle de E’ égﬂF (resp,
E'® 4,F) dans & (E,F). On dit que T € Z(E,F) est p nucléaire a gauche (resp. a
droite) si T appartient & I’image de cette application (cf [18] no. 2). L’espace des
applications p nucléaires a gauche (resp. a droite) est noté L’(E,F), (resp.
Z(E,F)). Soit M la boule unité de F' munie de la topologie faible et C(M) I’espace
de Banach des fonctions définies sur M, a valeurs scalaires et continues. On sait
qu’on peut considérer d’une maniére naturelle F comme un sous espace de Banach
de C(M). a l'aide de D’application linéaire isométrique de E dans C(M):x—
(x" = {x,x'). Donc E® F est un sous espace vectoriel de E® C(M). On note i



166 P. SAPHAR Israel J. Math.,

I'injection canonique de EQ® F dans E® C(M). Si ue E®Q F, on définit g,\(u)
par la formule: g,\(u) = g,(i(u)), (cf [1], [5] ou [18] p. 74 pour des propriétés
diverses de g,\). On sait notamment que g,\ est une ® norme et que si F est
isomorphe en tant qu’espace normé a un espace de fonctions continues sur un
compact alors sur EQ F g, = g,\. On définit /d, d’une maniére analogue en
utilisant le plongement isométrique de E dans C(K), (K étant la boule unité faible
de E’). On a la formule: '(/d,) = g,\.

b) Soit Te £(E,F)et ptelque 1 < p< +o0. Ondit que T est p absolument
sommante s’il existe une constante k >0 telle que pour toute suite finite (x;) de E

on ait:

N(Tx;) < kMy(x,)

on pose m,(T) = inf k. L’espace des opérateurs p absolument sommants de E dans
F estnoté n(E, F). L’espace n,(E, F) muni de la norme =, est un espace de Banach.
(Voir [9] et [12] pour des propriétés des applications p absolument sommantes).

Identifiant E’ ® F a I’espace des opérateurs de rang fini de E dans F, on constate
que E’ @ F peut-&tre considéré comme un sous espace vectoriel de n,(E,F). On
montre alors que la norme induite par 7,(E,F) sur E’ ® F est g,\ (cf. [18], No. 7,
p. 91). On dit que T est p absolument sommante approximable si T appartient a
I’adhérence de E' ® F dans n,(E,F) c’est a dire si Te E’ ég“\F. On dit que T est
quasi p nucléaire, 1 < p < + oo, (cf [13] no. 4) s’il existe une suite (x;) de E” avec
N (x}) < 400, telle que pour tout x de E: ” Tx [| = N,({x,x;>). L’ensemble
N?(E,F) des applications quasi p nucléaires de E dans F est un sous espace
vectoriel fermé de n,(E,F). On a alors aisément le résultat suivant qui nous sera
utile:

LemMe 1. Si E’ ou F vérifie "hypothése d’approximation métrique (cf. [5]
p. 178) et si, de plus, E est réflexif ou E' séparable alors:

E'®,, F = NXE,F)=n,E,F).

DEMONSTRATION: En effet, d’aprés [18], prop. 3.8, E'®, F = N&E,F)
D’aprés Persson [11], p. 221, NE,F) = n,(E,F).
Le résultat est obtenu.
On rappelle que:
(E®,,F)' = m,(E,F') (cf [18] th. 3.2)
(E® 4, F)' = (E,F'),(cf [18] no. 6), I ,{E, F") désignant I’espace des applications
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T de E dans F’, p’ intégrales c’est & dire des applications qui se factorisent sous la

forme:
T:EL (M)A F,

M étant la boule unité faible du dual E’ de E, i I'injection canonique de E dans
C(M) et A une application p’ absolument sommante, (cf [18] p. 90 ou [13] pour
des propriétés diverses des applications p’ intégrales). Si T € I,(E, F') la norme p’
intégrale de T, i,(T) est définie par: i,(T)=infn,(4), la borne inférieure
étant prise sur ’ensemble des représentations de T de la forme Ai. La norme p’
intégrale de T est la norme de T en tant qu’élément de (E®,, F)".

¢) On dit que E est de type L?(1 < p £ + o) si E isomorphe en tant qu’espace
normé & I’espace LP(Q, 1) des classes de fonctions définies sur 1’espace localement
compact a valeurs scalaires, Q, y—mesurables et de puissance p iéme intégrables,
pour la mesure de Radon positive p. On dit que E est de type C si E est isomorphe
en tant qu’espace normé a ’espace des fonctions continues sur un espace compact
et a valeurs scalaires muni de sa norme usuelle. Soit I un ensemble, on note
I’(I) Tespace de Banach des familles de scalaires (a;);c; telles que
Zi[ a; I” < 4+ o, (p < + ). Si I est égal A I’ensemble des entiers positifs ou nul
IP(I) est noté IP. Si I est égal a ’ensemble (1,2, --- n) I (I) est noté I2; 12 peut-Etre
considéré comme un sous espace normé de /”. Pour p = + o0 on a des définitions
analogues en prenant pour norme supil ail.

2. Un théoréme sur les applications p absolument sommantes

On a le résultat suivant:

THEOREME 1. Soit F un espace de Banach, o. un nombre réel tel que 1 L a <
+ 00, Considérons les conditions:

1) Pour tout B 2 « (resp. pour tout p > «), ng(l1°,F) = Z(I1°,F),

2) Pour tout f = a (resp. pour tout f > o), et pour tout espace C de type C,
n)(C,F) = Z(C,F),

3) Pour tout espace de Banach E et tout B’ < o' (resp p' <o)

1 1 1 1
F = 4 —_ [—— —_— —_=1].
ny(F,E)= ny,(F,E), p + 7 1, ; + B 1
Alors, 1), 2) et 3) sont équivalentes.
DEMONSTRATION. on suppose B = a. La démonstration si f > « est analogue.

Montrons tout d’abord que 1) et 2) sont équivalentes. L’espace I® étant de
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type C, il suffit de montrer que 1) entraine 2). La propriété 1) entraine qu’il existe
k >0, tel que pour tout T, € £(I*,F) on ait m(T;) <k | T,|. Soit n un entier
positif. Utilisant la projection canonique de [* sur [ on montre que si
T,e £(1° F),onaencore n(T,) < k H T, l{ Soit C un espace de type C. Utilisant
le Théoréme 3 de [10], on montre alors aisément qu’il existe une constante k, > 0,
telle que pour tout T € Z(C, F) on ait n(T) < k1“ T ” On a donc bien 1) implique
2).

MONTRONS QUE 3) =2). Supposons 3) vérifié et soit C un espace de type C.
On sait (cf [18] p. 91) que la norme induite par 7 (F,C) sur F' ® C est g, \ pour
tout ktelque 1 £ k < +o0o. Donc:sur F' ® C, g,\ est équivalente a g\, (' £ a'),
ou:sur F' ® C, g, est équivalente & gz(g, = g\ sur F' ® C); donc: sur CQ F', d,
est équivalente & dj., (B’ < o). Par dualité ([18], th. 3.2) on déduit que 7y(C,F")
=L (C,F") si f = a. On conclut que 2) est vérifié.

MONTRONS QUE 2)=3). Supposons 2) vérifié. Soit E un espace de Banach, M
1a boule unité de son dual munie de la topologie faible. Désignons par C I’espace
de Banach des fonctions continues définies sur M a valeurs scalaires; sur C' @ F
gs\ est équivalente & g\, (B = «). Donc, sur F ® C' | dg est équivalente a / d.,.

D’aprés, [18], p. 90, No. 6, on a par dualité, I,(F,C") = I;(F,C"). On sait (cf
[6] et [7T]) que C” est de type L®. D’aprés [18] p. 91, on a alors, = (F,C")
=I(F,C"). pour tout r, 1 =r £ + . Donc, =n,(F,C") = n,.(F,C"). Le résultat
est obtenu car on peut considérer E comme un sous espace de Banach de C”.

3. Applications p décomposées

Soit Q un espace localement compact, u une mesure de Radon positive sur Q, p
un nombre réel tel que 1 < p < + 00, E un espace de Banach. On désigne par
LP(Q,u; E) 'espace de Banach des classes de fonctions définies sur Q & valeurs
dans E,u mesurables et de puissance p iéme intégrables. On sait (cf [2]) que
L?(Q,u; E) est un espace de Banach de norme A,. Si feL’(Q,u; E), Af)
=( fg” f “” du)/?. On pose L?=L?(Q, u; K), (K étant égal au corps des scalaires).
Soit ue EQL?, u=X/_,x;®f; (x;€E,f;eL?). On définit I’élément u, de
LA(Q,p; E) par la formule u, = X[ x,f;. L’application u—u; permet de
considérer E ® L? comme un sous espace de L?(Q, u; E). Si on note E ®,,L", le
produit tensoriel E ® LP muni de A, et E @ a,LF le completé, on montre aisément
que E ® a, LF = LX(Q, p; E). Par ailleurs, il existe une application linéaire continue
injective de L”(Q,u; E') dans % (E,LP), f —f, définie de la maniére suivante:
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pour tout x de E, f(x) est la classe dans L? de la fonction w — {x,f(w)). On
vérifie immédiatement que [[ f H < A(f). L'image de LP(Q,u; E') dans Z(E, L")
par cette application est notée A, (E,LF). Si AeA(E,L¥), on dit que A est une
application p décomposée (cf [19] exposé no. 13). Si Ae€A,(E,L?) il existe f
unique de L*(Q, u; E) tel que A = f. On pose A, (4) = A,(f). On a donc: |4 |
< A,(A). Généralisant un résultat de Persson {11] et Chevet [3], on peut obtenir
le résultat suivant.

THEOREME 2. Soit p un nombre réel tel que 1 £ p < +o00, L? un espace de
type L?, E un espace de Banach. Alors,

sur EQL?, (p>1) ona g,<A,£/d,
Sur E®L1, dl =g1=A1=/d1.

DEMONSTRATION. La relation g, £ A, < d, (p > 1) est de Chevet (cf [3] th. 5);
voir aussi Persson [11]. Soit M la boule unité faible de E,i I'injection canonique
de E®,,L? dans C(M) & ,,L?. Puisque E® , L? = LX(Q,p; E) et C(M) @, L
= LP(Q,u; C(M)), i est une isométrie. Soit u € E® LP. On a donc:

A (i(u)) = A, (u) et aussi
[ d(u) = d,(i(u)).
Par ailleurs,
g,(i(w)) < A(i(u)) < d,(i(u)), d’apres le résultat cité de Chevet.
Donc on a bien:
g5(u) £ Ay(u) = /d,(u).

Sip=1, g, etd, sont égales a la norme projective 7 de Grothendieck (cf [18] th.
3.1 remarque). D’aprés Grothendieck, sur E® L, n = A, (cf. [5]). Par ailleurs,
d, =/d, sur E® L'. En effet, (E®,L") = L(E,L®), (E®/, L") = I(E,L®)
et ’on vérifie sans difficulté que L(E, L) = I (E, L*), en tant qu’espaces normes.

Donc on a bien: g, =A, =/d; sur EQ L.

COROLLARE 1. #XE,L”) > A(E, L)) >E' ® ;L 1<p< +0

PNE,LY) =A(ELY=E' & ,,L".
COROLLAIRE 2. Sur L'Q®E, g, =d, = g,\.

4. Applications p décomposantes
Soient E et F deux espaces de Banach et u une application linéaire continue de E
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dans F. Nousdirons avecL. Schwartz([19] exposé no. 13) que u est p décomposante
(1 = p< +w) si pour tout espace L? de type L? et tout élément 4 € Z(F, L?),
I'application Au est p décomposée. Utilisant le théoréme du graphe fermé, il est
facile de montrer que I'application linéaire 4 —» Au de Z(F,LF) dans A,(E,L*)
est continue. Soit m(u, L?) sa norme. Désignons par ailleurs par D (E, F) 'ensemble
des applications p décomposantes de E dans F. Il est clair que D,(E, F) est un
sous espace vectoriel de Z(E, F).

Utilisant le Théoréme 2, il est possible d’obtenir directement le résultat suivant
de L. Schwartz (cf [19] exposé no. 11); voir aussi Kwapien [8].

THEOREME 3. Soient E et F deux espaces de Banach, ue Z(E,F), et p un
nombre réel tel que 1 <p< + 0.
Considérons les conditions:

1) u est p décomposante,

2) est p absolument sommante.
Alors, pour p# 1 les conditions 1) et 2) sont équivalentes. De plus, si elles sont
vérifies, on a pour tout espace LP de type LF:

3) m(u,L?) £ n('u) = m(u, I?).
Pour p = 1, le résultat reste vrai si F est réfléxif et si deplus E' ou F vérifient
I’hypothése d’approximation métrique. En général, on a seulement:

1) implique 2) et 1) implique (3).

DEMONSTRATION. Soit p tel que 1 <p +00. Supposons 1) vérifié. Soit
A e Z(F,I?). Il existe une suite (x;)d’éléments de F' tels que pour tout y € F,on ait:

AW = (%), et [ 4] = M (x)).

Soit x€ E, Au(x) = ((u(X),X'i>)i

= (<x9 tu(x;)>)i'

Puisque Au est p décomposée, on a A,(A) = N,(u(x:)).
Or, en général, on a:

A (4) £ m(u,1?) | A|. Donc
N (u(x) £ m(u, ) M (x;).
11 en résulte que ‘u est p absolument sommante et:

4) (') < m(u,1°)



Vol. 11, 1972 APPLICATIONS P ABSOLUMENT SOMMANTES 17

Ainsi 1) implique 2) et la relation (4).

Soit p tel que 1 < p < 0. Supposons 2) vérifié. Soit LP un espace de type L? et
Ae L(F,LP).Alors, 'u ‘4 est p absolument sommante de L dans E’. Mais L? ‘est
réflexif et vérifie’hypothése d’approximation métrique. Donc, d’aprés le lemme 1,
‘u'd est p absolument sommante approximable: ‘u'4 est un élément de
e s\E'. Alors AueE’ ) a,LF. On a

[d,(Au) = g,\("u*A) £ ” A H m,(‘u).
Alors, d’aprés le Théoréme 2:
A (Au) £ [d (Au) £ H A H ,('u)
On en déduit que Au est p décomposée. Donc, u est décomposante et:
(5) m(u, L?) < m,(‘'u)

on constate que 1) et 2) sont équivalentes et, grace aux relations (4) et (5), que
1) et 2) entrainent la relation (3).
Supposons que p =1 et que 1) est vérifie. On déduit comme dans le cas ou

p#1 que 2) est vérifié et aussi que:
4y my(‘u) Sm(u, ).
Soit L! un espace de type L! et Ae #(F,L"). Alors:

AucE' ® LY (A =/d,) sur E'Q@ L' d’aprés le Théoréme 2), ou: ‘u ‘e
L'®,,\E’. On a donc:

A(4u) = [d(Au)

g:\(u'4)

n,(‘u *A4)

| 4| 7:(u). On déduit que:

A

) m(u,L') £ 7,(u).

Des relation (4)’ et (5)’ on déduit que la relation (3) est aussi vérifiée. Supposons
que p =1, que F est réfléxif et que E’ ou F vérifie ’hypothése d’approximation
metrlque Supposons 2) vérifié. Alors, d’aprés le Lemme 1, ‘ueF ® anE’; donc
ueE' ® 1a,F- Soit L' un espace de type L' et Ae Z(F,L"). Alors, Aue E' ® ;,, L
D’aprés le Théoreme 2, A;(Au) = /d(Au). Donc Au est 1 décomposée. La
démonstration est terminée.

Posons alors la définition suivante:
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DerFINITION. Soit E et F deux espaces de Banach et ueD,(E,F). On définit
0, sur D,(E,F) par:

8, (u) = m,('u), 1€p<+
On a aisément les corollaires suivants du Théoréme 3:

CoRrOLLAIRE 1. Pour tout p (1 £ p < 4 00)0, est une norme sur D (E, F). Pour
p#1, D(E,F) muni de é, est complet. L’espace D,(E,F) muni de 8 est complet
si, F est réflexif et si de plus E' ou F vérifie ’hypothése d’approximation métrique.

COROLLAIRE 2. Soit p tel que 1 £ p< +0. Considérons E' ® F comme un
sous espace vectoriel de D (E, F). Alors la norme 6, sur E' ® F est égale a [d,.

REMARQUE. Puisque /d, < d,, on retrouve le fait que toute application p
nucléaire a droite cf [18] p. 81) est p-décomposante. Cette propriété est de
Badrikian [1a].

COROLLAIRE 3. Si F est réflexif et si de plus, F ou E’ vérifie ’hypothése d’ap-
proximation métrique alors D (E,F)=E’ é wF, (1Sp<+w).

En effet,siue Dp(E Fyona'uemn,(F', E ), d’aprés le Théoréme 3. Mais d’aprés
a Lemme 1, ‘ueF ® AE’; donc ueE’ ® s F. Le résultat est obtenu.

COROLLAIRE 4. Soit L? un espace de type L?(1 < p < +®)et ue L(L¥,LP).

Considérons les conditions

1) u est p nucléaire a gauche,

2) u est p nucléaire a droite,

3) u est p absolument sommante,
4) 'u est p absolument sommante,
5) u est p décomposée,

6) ‘u est p décomposée,

7} u est p décomposante

8) *u est p décomposante
Alors, ces huit conditions sont équivalentes.

L’équivalence entre 1) et 2) est de Chevet [3]. L’équivalence entre 1), 3) et 5)
est de Persson [11].

DEMONSTRATION. Soit E un espace de Banach. D’aprés le Théoréme 2 on a:
sur EQ L?, g, <A, < /d,. Donc, par transposition:

sur LPQE, d, <'A, < g,l.

Sur L ® L?, on a alors:
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d, A <g,\Sg, A =/d, 24,

Toutes ces normes sont donc identiques sur L? ® L?. On en déduit le résultat
voulu en utilisant le Lemme 1 et le Corollaire 3.

THEOREME 4. Soient E et G deux espaces de Banach tels que G soit isomorphe
en tant qu’espace vectoriel topologique @ un sous espace M d’un espace de type
LX(1<p< + w) et ue L(E,G). On désigne par i I’injection canonique de M
dans L? et par A I'isomorphisme de G sur M. Alors, si iAu est p décomposée, u

est quasi p nucléaire et 'on a:
m(u) S | A7 A (idu)
DEMONSTRATION.  Soit u e Z(E,G), tel que idu soit p-décomposé.
Alors iAue E’ @) A, L7 et l'on a, d’aprés le Théoreme 2:
g\(iAu) < g,(idu) < Afidu).

Donc Au est p absolument sommante car m,(Au)= n,(idu) = g,\(idu), (cf.
[18], no. 7 p. 91). Par ailleurs, u = A~ ! 4u. Donc, u est p absolument sommante et:

mu) < A7 m(Au)
[ A~ | A idu).

A

De plus, g,\(i4u) étant fini, idu est quasi p nucléaire (cf [18] p. 92) et I’on en
déduit aisément qu’il en est de méme de u.

THEOREME 5. On fait sur G et p les mémes hypothéses que dans le Théoréme
4. Alors, sur EQ G, on a g,\ H At || “ A” /d,. De plus, toute application u p
décomposante de E dans G est quasi p nucléaire et: myu) < | A7 | 46,w).

DEMONSTRATION. Soit ve E® G. On peut identifier » & une application de E’
dans G. D’aprés le théoréme 4 on a:

g\v) £ [ 47| A idv)
D’aprés le Théoréme 2, on a:
Aidv) £ [d,(idv)
| 4]/,

A

Donc: g\(v) < |47 | 4] /dyv).
Par ailleurs, si u € D,(E,G), iAu est p décomposée, donc u e Nf;’(E, G) d’apres le
Théoréme 4. De plus: 7,(u) < | A7 A (i4w) S | 47" | | A]|8,(u).

Nous aurons besoin pour démontrer les Théoréme 6 et 7 du lemme suivant:
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LemME 2. Soit E et F deux espaces de Banach. M un sous espace de Banach
de F tel qu’il existe une projection linéaire continue P de F sur M,o une ®
norme et ue EQ® M. Désignons par a(u; E,F) la norme de u en tant qu’élément
de E® F. Alors, on a:

ofu; E,F) < a(u) < || P |«(u; E, F).

DEMONSTRATION. Soit i I'injection canonique de M dans F. Alors, on a:
o(u; E,F) = a((1® i) (u)).

Ji] aw

o(u). Par ailleurs,

(1®P) 1 ®@i)(u),

ou) £ | P| (1 ® D)(w),

< ||P|| «(u; E, F).

A IIA

U

THEOREME 6. Soit H un espace de Hilbert et E un espace de Banach. Alors
pour tout p tel que 1 £ p< + o0, il existe une constante i, >0, telle que sur
E®H, on ait g\ < A,/d,. De plus, Dp(E,H)cE’éng (autrement dit toute
application p décomposante de E dans H est 1 sommante approximable).

DEMONSTRATION. D’aprés le Lemme 2, on constate qu’il suffit de démontrer
l’inégalité avec H =1*. On désigne par L%0,1), (1 £ g < +o), espace de
Banach des classes de fonctions définies sur [0, 1], & valeurs scalaires, de puissance
g iéme intégrables pour la mesure de Lebesgue et par y, I’application de I* dans
L%(0,1), définie par:

(a,) ~ Xy-0a,r,, les r, étant les fonctions de Rademacher (cf [21], p. 212).
D’aprés I'inégalité de Kintchine (cf [21], p. 213, th. 8.4)), I’espace vectoriel
7,(1) est isomorphe en tant qu’espace vectoriel topologique & I>. On désigne par
j, l'injection naturelle de L%0, 1) dans L'(0,1). 11 est clair que j,y,(1*) est un sous
espace vectoriel de L'(0, 1), indépendant de q. Soit u € E ® 12, on identifie u 3 une
application de E’ dans I2. Désignons par y,;"'I’application de y,(I*)sur I* récip-
roque de y,. Alors:

g\ = g\ )
= P FAYC)
< |7 |As(y,u), d’apres le Théoréme 2,
< |vr*| A, (vgw), (car Pinjection naturelle de L%(0, 1),
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dans L(0,1) est de norme inférieure ou égale & 1). Alors:

gi\w) £ |1 /d(y,u), d’aprés le Théoréme 2,
(RPN EA TEXCHE

C’est I’inégalité cherchée.

IIA

Par ailleurs, ’espace de Hilbert H est réflexif et vérifie ’hypothése d’approxima-
tion métrique. D’aprés le Corollaire 3 du Théoréme 3, D(E,H) = E’ ® 1apH. En
utilisant l'inégalité qui vient d’€tre démontrée on obtient le résultat voulu.

THEOREME 7. Soit E un espace de Banach et L? un espace de type LF avec
1 < p<?2. Alors, pour tout r tel que 1 < r < p, il existe une constante y, >0,
telle que sur E® L?, on ait g,\ < u,/d,. De plus, D(E,Lf) < E’ ® s\L7, (autrement
dit toute application r décomposante de E dans L? est absolument sommante
approximable).

DEMONSTRATION. 1) On prend pour espace L? de type L? l’espace LP(0,1).
Soit j, I'injection naturelle de L? dans LY. On sait alors qu’il existe une famille
d’applications y(1 £ r<p) de L? dans L’ linéaires continues telles que y,(L?) soit
isomorphe a L? en tant qu’espace vectoriel topologique et que j,y,(L?) soit un sous
espace de L! indépendant de r (cf [19] Prop. xv. 6.1). Soit u € E ® L. On identifie
u & une application linéaire continue de E’ dans L?. On désigne par y7' 1’applica-
tion réciproque de y, de y,(L?) dans L”.

On a:
g\(w) = &:\Or1 'y
= P PACHY)
< |lvrt|| Au(ysu), d’aprés le Théoréme 2.
< |7 || Adysu), car Pinjection naturelle de L7(0,1)

dans L!(0,1) est de norme inférieure ou égale & 1,

g:\(w)

A

I 75| /d(7,u), d’apres le Théoréme 2.

vt e | 7duw).
Donc, I’inégalité est obtenue sur E ® L? (0, 1).
2) Soit p tel que 1 < p<2. On sait que tout sous espace I%(n = 1) peut étre

lIA

considéré comme isomorphe, en tant qu’espace normé, a un sous espace M, de
L? (0, 1), tel qu’il existe une projection P de L? (0,1) sur M, de norme inférieure
ou égale & 1. On déduit alors de 1) et du Lemme 2 qu’il existe une constante a, > 0,
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(1 £ r < p) telle que pour tout n > 1 et tout ve EQ I} on ait: g,\(v) < a,/d(v).
On conclut alors que ’inégalité voulue est vérifiée sur E® L?, quel que soit
I’espace L? de type L?, en utilisant le théoréme IIT de [10] p. 357.

L’espace LP étant réflexif et vérifiant la condition d’approximation métrique
onaDJ(EL?)=FE ® 1,7 d’apres le Corollaire 3 du Théoréme 3. On en déduit
immédiatement que D(E,L?) < E' ® g, L*.

COROLLAIRE. Sur LP®E, ona |di<p, g\, si lSp<2et 1LZr<p.

5. Applications

Les théorémes précedents permettent d’obtenir des propriétés nouvelles des
applications p absolument sommantes et p décomposantes.

THEOREME 8. Soit L un espace de type L', C un espace detype C, H un
espace de Hilbert. Alors, sur L® H, d, est équivalente a |d, et d, pour 1 <p
< +00. De plus:

L(L,H)=1(L,H), 1<q=s +w;

F(L,H) = LYL,H), (on désigne par €(L, H) I’ensemble des opérateurs compacts
de L dans H), 1<q =< + w0, D(C,H)=%,(C,H), 1 £p< + o (on rappelle
que Z}(C,H) est égal a I’ensemble des opérateurs nucléaires de C dans H, cf
[18] p. 81).

DEMONSTRATION. D’aprés le Théoréme 6, on a sur L®H, g\<4,/d,
(1= p< +o©). Mais sur LQH, d{ =g, =g\ (d’aprés le Théoréme 2, Corol-
laire 2). Donc, on a sur LQ H:

dy£0,0d, < 2,d, < Ad,.

PP =
On conclut que sur L ® H, les normes d,, /d, et d, sont équivalentes. Par dualité
([18] th. 3.2 et no. 6 p. 90) on obtient a partir de I’équivalence de d, et/d, que:
LLH)y=1(L,H 1<qg=+w.

D’aprés ([13] satz 35; voir aussi [18] p. 93, résumé) la norme induite par

I(L,E) sur L* ® E est g,. Donc, on déduit de I’égalité précédente que:
¥(L,H)=Y%YL,H), 1<qg=+».
Par ailleurs, on sait que que le dual d’un espace de type C est de type L (cf

Kakutani [7]). Donc, sur C' ® H, d, est équivalente & /d,. Utilisant le corollaire
3 du théoréme 3, on déduit que:
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D,(C,H) = Z,(C,H), 1<p< + .

THEOREME 9. Soit L un espace de type L', L? un espace de type L* 2<p< + ),
C un espace de type C. Alors, sur L @ LF', d, est équivalente a d, et /d,
(1 <r<p’). De plus:

ZL(L,L?)

I(L,L*) =n/(L,L?), P<qg= +oo,

D(C,L*) = Z)(C,L») 1<r<p.

(L, L)y = LYL,L?), p<q= +oo, si €(L,L”) est U'espace des opérateurs
compacts de L dans L.

DEMONSTRATION.: D’aprés le Théoréme 7, sur L LY, on a g\ <y, /d,,
(1 £r<p’). Mais g, = g,\ =d, sur L® L?". (D aprés le Théoréme 2, Corollaire
2). Donc, on a aussi:

dy 2 ppld. S pd, S pdy,  (1=r<p)
Par dualité ([18] th. 3.2 et no. 6 p. 90), on obtient:
H(LLP) = I(L,I") =z (L,L?), p<qs<+o.
La norme induite par I (L, E) sur L® ® E étant g (cf [13] satz 35 ou [18] p. 93,
résumé) on déduit que
@(L,L?) = YL, L), p<q=+o.

Par ailleurs, ’espace C’ étant de type L', le Corollaire 3 du Théoréme 3 nous
donne immédiatement:

D(C,L?)= ZXC,L?), 1=r<p"

TuEOREME 10. Soit E un espace de Banach et L? un espace de type L
(2<p<+w). Alors, on a:

n(L%,E)=n(L"E)=L"® ,\E 1=<q<p.
DEMONSTRATION. Soit u € n,(L?, E), alors d’apres([12] th 2) u se factorise sous
la forme:
u: L? % GLE,
G étant un sous espace fermé d’un espace L? de type L, A une application linéaire

continue, v; un élément de =, (L?, G). Soit i I'injection naturelle de G dans L% Il

nous suffit de montrer que iv, est un élément de n,(L”, L') ou encore que
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n,(L?, L% = n,(L?,L%).. D’aprés le Lemme 1, il suffit pour cela que sur L” @ L7, g,
soit équivalente a g,\. Soit u e L” ® L% On a:

g2:\(w) £ py /di(u), d’aprés le Théoréme 7,
g1\(u) < pyp,g,\(w), 1 £ q < p’, d’aprés le corollaire du Théoréme 7,
(les constantes y, et y, ne dépendent que des espaces L et Lf).

Puisque g \(u) < g,\(u), le résultat est obtenu.
A l’aide des Théoréme 1 et 10 on retrouve immédiatement le résultat de Kwapien
([8], th. 7 et remark 4);

COROLLAIRE. Soit C un espace de type C et L? un espace de type L? (2 < p
< +w). Alors, Z(C,LP)=n(C,L?), p<h=E +w.

REMARQUE. Les résultats des Théorémes 7,8,9,10 faisant intervenir des
espaces de type LP peuvent &tre sans difficulté étendus aux espaces £7 de Lin-
denstrauss et Pelczynski (cf [9]).
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