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ABSTRACT 

Le propos de cet article est d'6tudier des liaisons entre applications p absolu- 
ment sommantes et applications p d6composantes. On donne ensure quelques 
applications. 

Introduction 

La th6orie des applications p absolument sommantes s'est consid6rablement 

d6velopp6e depuis l'article de Pietsch 1-12]. Par ailleurs, la th6orie des probabilit6s 

a men6 Schwartz (voir notamment [-19]) ~t introduire la classe des applications 

radonifiantes (pour cet article, il suffit de savoir qu'une application est p radoni- 

fiante si et seulement si sa transpos& est p d6composante; cf no. 4 pour la d6finition 

des applications p d6composantes). La liaison entre applications p radonifiantes et p 

absolument sommantes a 6t6 mise en 6vidence par. Schwartz [20] dans un 

th6or~me de "dualit6". Dans cet article, on donne une autre d6monstration du 

th6or6me de dualit6 faisant intervenir des techniques de produits tensoriels d'es- 

paces de Banach. Cette pr6sentation m~ne h des applications nouvelles. Les prin- 

cipaux r&ultats de cet article ont ~t~ r6sum6s dans une note ~ l'Acad6mie des 

Sciences [-17]. Pour d'autres applications du th6or6me de dualit6, dans l'esprit de 

cet article on pourra consulter Kwapien [8]. 

1. Notations et rappels de r~sultats 

a) Les espaces de Banach 6tudi6s sont soit tous r6els, soit tous complexes. Si E 

et F d&ignent deux espaces de Banach, on note s l'espace de Banach des 

applications lin6aires continues de E dans F. Le dual topologique de E, E', est 
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muni de sa topologie naturelle d'espace norm6, sauf mention expresse du con- 

traire. S ix  ~ E et T ~ 5e(E,F), on note [1 x IIla norme de x, 1[ T [I la norme usuelle 

de T et tT l'application transpos6e de T de F '  dans E'. 

Soit ~ une | norme sur E | F (cf. [1], [4] ou [18] pour la d6finition et des 

propri6t6s 616mentaires des | normes). On note E |  le produit tensoriel E @ F 

muni d e ,  et par E ~ F  le compl6t6. Si u e E | F, on note u ~ tu l'isomorphisme 

de sym6trie de E | F dans F @ E. On d6finit alors la norme transpos6e de a, ta, 

par la formule tc~(u) = c~(tu). 

Soit (xi) une suite d'61~ments de E,p un nombre r6el tel que 1 < p =< + oo,p' le 

hombre conjugu6 de p, 1/p + 1 /p '=  1. 

On note Np(xl) le nombre r6el fini ou non 

g p(x,) = II x, si p < + oo 

- - -  sup II xi II, p -  § 1 7 6 1 7 6  
i 

On d6signe par Mp(xi) l'expression: 

Mp(x , )=  sup Np((xi, x')).  
X ' C E  r 

II x' II--< 1 

Soit u e E | F, u = ~ '=  1 xi | Y~. On pose: 

gp(u) = infNp(xl)Mp,(yi) la borne inf6rieure 6tant prise sur l'ensemble des 

repr6sentations de u. On pose aussi: 

dp(u) = inf M,,(xi)Np(yl) = t gp(u). 

On sait que gp et dp sont des | normes sur E | F ([18] th. 3.1),et que pour 

tout u e E | F la fonction p ~ dp(u) (resp p ~ gp(U)) est d6croissante ([18] th. 3.2 

corollaire). I1 existe une application lin6aire continue naturelle de E' (~goF (resp, 

E' ~ dpF) dans ~ (E, F). On dit que T e ~e(E, F) est p nucl6aire/t gauche (resp./t 

droite) si T appartient ~t l'image de cette application (cf [18] no. 2). L'espace des 

applications p nucl6aires ~t gauche (resp. ~t droite) est not6 Se~(E,F), (resp. 

Le~(E,F)). Soit M la boule unit6 de F' munie de la topologie faible et C(M) l'espace 

de Banach des fonctions ddfinies sur M , / t  valeurs scalaires et continues. On sait 

qu'on peut consid6rer d'une mani~re naturelle F comme un sous espace de Banach 

de C(M). g l'aide de l'application lin6aire isom6trique de E dans C(M): x 

(x' ~ (x,  x')).  Donc E | F est un sous espace vectoriel de E | C(M). On note i 
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l'injection canonique de E | F dans E | C(M). Si u e E | F, on d6flnit gp\(u) 
par la formule: gp\(u) = gp(i(u)), (cf [1], [5] ou [18] p. 74 pour des propri6t6s 

diverses de gp\). On sait notamment que gp/ est une @ norme et que si F est 

isomorphe en tant qu'espace norm6 ~. un espace de fonctions continues sur un 

compact alors sur E @ F gp = gp\ .  On d6finit /dp d'une mani~re analogue en 

utilisant le plongement isom6trique de E dans C(K), (K 6tant la boule unit6 faible 

de E'). On a la formule: t(/dl, ) = gpl. 

b) Soit T e ~,r F) et p tel que 1 =< p < + oo. On dit que T est p absolument 

sommante s'il existe une constante k >0  telle que pour toute suite finite (x~) de E 

on ait: 

Np(TX,) < k Mp(x,) 

on pose top(T) = infk. L'espace des op6rateurs p absolument sommants de E dans 

F est not6 ~p(E, F). L'espace rrp(E, F) muni de la norme rCp est un espace de Banach. 

(Voir [9] et [12] pour des propri6t6s des applications p absolument sommantes). 

Identifiant E' | F ~t l'espace des op6rateurs de rang fini de E dans F, on constate 

que E' |  peut-~tre consid6r6 comme un sous espace vectoriel de np(E,F). On 

montre alors que la norme induite par 7rp(E,F) sur E ' |  F est gp\ (cf. [18], No. 7, 

p. 91). On dit que T est p absolument sommante approximable si T appartient ~t 
A 

l'adh6rence de E' | F dans ZCp(E, F) c'est ~ dire si T e E' | On dit que Tes t  

quasi p nucl~aire, 1 < p < + 0% (cf [13] no. 4) s'il existe une suite (x~) de E'  avec 

Np(x~)< +0% telle que pour tout x de E: [1 rx[[ <Np((X,X~)). L'ensemble 

NpQ(E,F) des applications quasi p nucl6aires de E dans F est un sous espace 

vectoriel ferm6 de rcp(E,F). On a alors ais6ment le r6sultat suivant qui nous sera 

utile: 

LEMME 1. Si E' ou F v~rifie l'hypoth~se d'approximation mdtrique (cf. [5] 

p. 178) et si, de plus, E est rdflexif ou E' sdparabIe alors: 

E' | = N~(E,F) = 7rp(E,F). 

D~MONSTRATION: En effet, d'apr~s [18], prop. 3.8, E'~g.,F=N~ 
D'apr~s Persson [11], p. 221, N~(E, F) = 7rp(E, F). 
Le r6sultat est obtenu. 

On rappelle que: 

(E |  = rCp,(E,F') (cf [18-[ th. 3.2) 

( E |  = Ip,( E, F'), (cf[18] no. 6), Ip,( E, F') ddsignant l'espace des applications 
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T de E dans F ' ,  p' intdgrales c'est ~t dire des applications qui se factorisent sous la 

fo rme: 

T : E  ~ C(M) ~ F', 

M dtant la boule unitd faible du dual E'  de E, i l'injection canonique de E dans 

C(M) et A une application p'  absolument sommante, (cf [18] p. 90 ou [13] pour 

des propridtds diverses des applications p' intdgrales). Si T e Ip,(E, F') la norme p' 

intdgrale de T, ip,(T) est ddfinie par: ip,(T)=infrcp,(A), la borne infdrieure 

dtant prise sur l'ensemble des reprdsentations de T de la forme Ai. La norme p'  

intdgrale de T e s t  la norme de T e n  tant qu'dldment de (E |  

c) On dit que E est de type LP(1 < p < + ~ )  si E isomorphe en tant qu'espace 

normd ~t l'espace LP(f~, #) des classes de fonctions ddfinies sur l'espace localement 

compact ~t valeurs scalaires, G, p--mesurables et de puissance p i~me intdgrables, 

pour la mesure de Radon positive #. On dit que E est de type C si E est isomorphe 

entant  qu'espace normd ~t l'espace des fonctions continues sur un espace compact 

et ~t valeurs scalaires muni de sa norme usuelle. Soit I un ensemble, on note 

Y(1) l'espace de Banach des families de scalaires (a~)i~z telles que 

~ [  as [P < + o~, (p < + oo). Si I e s t  dgal ~t l'ensemble des entiers positifs ou nul 

IP(I) est notd I p. Si I e s t  dgal h l'ensemble (1, 2,... n) l ~ (I)est  notd l~; l~ peut-Stre 

considdrd comme un sous espace normd de 1 p. Pour p = + ~ on a des d6fmitions 

analogues en prenant pour norme sup, I at ]. 

2. Un th~or~me sur les applications p absolument sommantes 

On a l e  rdsultat suivant: 

TH~OR~ME 1. Soit F u n  espace de Banach, ~ un nombre rdel tel que 1 < ~ < 

+0% Considdrons les conditions: 

1) Pour tout fl > ~ (resp. pour tout fl > ~), zca(l*,F) = ,L~'(I~,F), 

2) Pour tout fl >_ ~ (resp. pour tout fl > ~), et pour tout espace C de type C, 

rip(C, F) = .2'(C, F), 

3) Pour tout espace de Banach E et tout fl' < ~' (resp fl' < ~') 

1 1 1 1 
rh (F ,E)=  rcB',(F,E), ~ + = 1, + = 1. 

Alors, 1), 2) et 3) sont dquivalentes. 

D~MONSTRATiON. on suppose fl ____ ~. La ddmonstration si fl > ~ est analogue. 

Montrons tout d 'abord que 1) et 2) sont dquivalentes. L'espace l ~ dtant de 
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type C, il suffit de montrer que 1) entraine 2). La propri&6 1) entraine qu'il existe 

k > 0, tel que pour tout T1 e ~(I~176 on ait zt,(T1) < k II T1 II. Soit n u n  entier 

positif. Utilisant la projection canonique de l ~ sur l~ on montre que si 

T2 ~ ~ ( l , ~  F), on a encore rc~(T2) < k I1 T2 [{. Soit C u n  espace de type C. Utilisant 

le Th6or6me 3 de [10], on montre alors ais6ment qu'il existe une constante kx > 0, 

telle que pour tout T E ~(C,F)  on ait ~,(T) < kill T ]l" On a donc bien 1) implique 

2). 

MOVrTRONS QUE 3 ) ~  2). Supposons 3) v6rifi6 et soit C un espace de type C. 

On sait (cf [18] p. 91) que la norme induite par rCk(F, C) sur F' | C est gk \ pour 

tout k tel que 1 _< k < + ~ .  Donc: sur F '  | C, g l /es t  6quivalente ~t gp,\, (fl' < a'), 

ou: sur F '  | C, g~ est 6quivalente ~ ga'(gk = gk\ sur F' | C); doric: sur C |  dl 

est 6quivalente ~t dp,, (fl' < a'). Par dualit6 (El8], th. 3.2) on d6duit que rcB(C,F" ) 

= ~(C,F")  si fl = a. On conclut que 2) est v6rifi6. 

MONTRONS QUE 2) :~ 3). Supposons 2) v6rifi6. Soit E un espace de Banach, M 

la boule unit6 de son dual munie de la topologie faible. D6signons par C l'espace 

de Banach des fonctions continues d6finies sur M ~t valeurs scalaires; sur C' | F 

gp\ est 6quivalente ~t go~\, (fl > a). Donc, sur F | C' / da est 6quivalente h / do~. 

D'apr6s, [18], p. 90, No. 6, on a par dualit6, I~(F, C") = I~,(F, C"). On sait (cf 

[6] et [7]) que C" est de type L | D'apr6s [18] p. 91, on a alors, n,(F, C") 

= I,(F, C"). pour tout r, 1 < r < + o~. Doric, rq(F, C") = rca,(F, C"). Le r6sultat 

est obtenu car on peut consid6rer E comme un sous espace de Banach de C". 

3. Applications p d6compos6es 

Soit f~ un espace localement compact, # une mesure de Radon positive sur f~, p 

un nombre r6el tel que 1 < p < + ~ ,  E un espace de Banach. On d6signe par 

LP(f~,kt; E) l'espace de Banach des classes de fonctions d6finies sur f~ ~t valeurs 

dans E, # mesurables et de puissance p i~me int6grables. On sait (cf [2]) que 

LP(f~,y;E) est un espace de Banach de norme Ap. Si f~LP(~,II;E), Ap(f) 

On pose LP=LP(f~,#; K), (K 6tant 6gal au corps des scalaires). 

Soit u e E |  p, u = ~,'~=lx,| (x~E, f ieLP).  On d6finit l'616ment ul de 

LP(~,y;E) par la formule ul = ~,'~=lxifi. L'application u ~ u l  permet de 

consid6rer E | L p comme un sous espace de LP(~,p; E). Si on note E | p, le 

produit tensoriel E | L p muni de A vet  E | a,,L p le complet6, on montre ais6ment 
A 

que E | apL p = LP(f~, p; E). Par ailleurs, il existe une application lin6aire continue 

injective de LP(f~,#; E') dans ~ (E, LP), f ~ f ,  d6finie de la mani6re suivante: 
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pour tout x de E, f ( x )  est la classe dans L p de la fonction co ~ (x , f ( to)) .  On 

v6rifie imm6diatement que IIflL---A,(f) L'image de LP(II,#; E') darts ~ ( E , L  p) 

par cette application est not& Av(E, Lv). Si A e Ap(E, iv) ,  on dit que A est une 

application p d6compos6e (cf [19] expos6 no. 13). Si A e Ap(E,L p) il existe f 

unique de LV(f~,#; E) tel que A = f .  On pose Av(A) = Ap(J). On a done: II ALI 
< Ap(A). G6n6ralisant un r6sultat de Persson [11] et Chevet [3], on peut obtenir 

le r6sultat suivant. 

TH~OIt~ME 2. Soit p un nombre rdel tel que 1 < p < + oo , L pun  espace de 

type L p, E un espace de Banach. Alors, 

sur E |  p, ( p > l )  on a g v < A p < / d , .  

Sur E | L l, dl = gl = Al = /dl. 

D~MONSTV.ATION. La relation g, < Av < dv (p > 1) est de Chevet (cf [3] th. 5); 

voir aussi Persson [11]. Soit M la boule unit6 faible de E, i l'injection canonique 

de E ~ A L p dans C(M) ~ a L p. Puisque E ~3 a L p = LP(f~,/a; E) et C(M) ~ A L  p 

= LP(.Q,#; C(M)), i e s t  une isom6trie. Soit u e E | L p. On a donc: 

Ap(i(u)) = Av(u) et aussi 

/ = i(u)). 

Par ailleurs, 

gv(i(u)) < Av(i(u)) <_ dv(i(u)), d'apr~s le r6sultat cit6 de Chevet. 

Done on a bien: 

g (u) <= A.(u) __</d.(u). 

Sip  = 1, gl et dl sont 6gales h la norme projective rc de Grothendieck (ef [18] th. 

3.1 remarque). D'apr& Grothendieck, sur E | L l, rt = A 1 (ef. [5]). Par ailleurs, 

d l = / d x  sur E | L t. En effet, (E | ' = 5r L~ (E | LI) ' = l~o(E, L | 

et l 'on v6rifie sans difficult6 que 5e(E, L | = I| L~176 en tant qu'espaees norm&. 

Done on a bien: g i = A 1  = / d l  sur E |  x. 

COROLLAIRE 1. ~oP(E, L p) = Av(E, L p) = E' ~ /a L p, 1 < p < + 

L l) = A , (E ,L ' )  = E' 6 

COROLLAIRE 2. Sur L 1 | E, gl = d l =  g~\. 

4. Applications p d&omposantes 

Soient E et F deux espaces de Banach et u une application lin6aire continue de E 
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dans F. Nous dirons avec L. Schwartz ([19] expos6 no. 13) que u e st p d6composante 

(1 < p < + oo ) si pour tout espace L p de type L p et tout 616ment A e i f (F ,  LP), 

l 'application Au est p d6compos6e. Utilisant le th6or~me du graphe ferm6, il est 

facile de montrer que l'application lin6aire A ~ Au de ~e(F, L p) darts Ap(E, L p) 

est continue. Soit re(u, L p) sa norme. D6signons par ailleurs par Dp(E, F) l 'ensemble 

des applications p d6composantes de E dans F. I1 est clair que Dp(E,F) est un 

sous espace vectoriel de .LP(E,F). 

Utilisant le Th6or~me 2, il est possible d'obtenir directement le r6sultat suivant 

de L. Schwartz (cf [19] expos6 no. 11); voir aussi Kwapien [8]. 

Tab.OVal/ME 3. Soient E et F deux espaces de Banach, u e.~Z~(E,F), et p u n  

nombre r~el tel que 1 < p < + oo. 

Considdrons les conditions: 

1) u est p d~composante, 

2) est p absolument sommante. 

Alors, pour p ~ 1 les conditions 1) et 2) sont dquivalentes. De plus, si elles sont 

vdrifides, on a pour tout espace L p de type LP: 

3) m(u, L p) < zcv('u ) = m(u, lP). 

Pour p = 1, le r6sultat reste vrai si F est r6fl6xif et si deplus E'  ou F v6rifient 

l'hypoth~se d'approximation m6trique. En g6n6ral, on a seulement: 

1) implique 2) et 1) implique (3). 

D~MONSTRATION. Soit p tel que 1 < p +oo .  Supposons 1) v6rifi6. Soit 

A e L~'(F, IV). I1 existe une suite (x'0 d'616ments de F '  tels que pour tout y ~ F, on ait: 

A(y) = ((y,  x~)), et 1[ A 1[ = Mv(x~). 

Soit x ~ E, 
a u ( x )  = ( ( u ( x ) , x ' , ) ) ,  

= 

Puisque Au est p d6compos6e, on a Ap(A)= Np(u(x~)). 

Or, en g6n6ral, on a: 

Ap(a)<=m(u,l p) Ilall , Donc 

Np(tu(x~)) < re(u, I p) My(x;). 

I Ien  r6sulte que tu est p absolument sommante et: 

(4) 7rp(tu) <= re(u, I v) 
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Ainsi 1) implique 2) et la relation (4). 

Soit p tel que 1 < p < 00. Supposons 2) v6rifi6. Soit L pun  espace de type L pet 

A ~ .s LP).Alors, tu tA est p absolument sommante de L p' dans E'. Mais L p 'est 

r6flexif et v6rifie l'hypoth~se d'approximation m6trique. Done, d'apr~s le lemme 1, 

tutA est p absolument sommante approximable: tutA est un 616ment de 
A A 

L p | g.\E'. Alors Au ~ E' | p. On a 

/ dp(Au) = gpl (tu tA) < [I A II rCp (tu)" 

Alors, d'apr~s le Th6or~me 2: 

A.(Au) <= / d,(Au) <__ II A II 

On en dSduit que Au est p d6compos6e. Donc, u est d6composante et: 

(5) re(u, L') <= .p('u) 

on constate que 1) et 2) sont 6quivalentes et, gr~tce aux relations (4) et (5), que 

1) et 2) entrainent la relation (3). 

Supposons que p = 1 et que 1) est v6rifi6. On d6duit comme dans le cas off 

p # 1 que 2) est v6rifi6 et aussi que: 

(4)' rq(tu) < re(u, la). 

Soit L 1 un espace de type L 1 et A ~ s L1). Alors: 

A u e E ' ( ~ / d , L  1, ( A l = / d l ) s u r E ' |  1 d'aprbs le Th6or~me 2), ou: tu tA~ 

LI|  '. On a donc: 

AI(Au ) = /dt(Au ) 

= gt \( tu tA) 

= rq(tu tA) 

II a II rq(tu). On d6duit que: 

(5)' m(u,L 1) < nl(tu). 

Des relation (4)' et (5)' on d6duit que la relation (3) est aussi v6rifi6e. Supposons 

que p = 1, que F est r6fl6xif et que E' ou F v6rifie l'hypothSse d'approximation 

m6trique. Supposons 2) v6rifi6. Alors, d'apr~s le Lemme 1, tu ~ F ~ g~\E'; done 
u ~ E' ~/d,F.  Soit L 1 un espace de type L ~ et A ~ s L1). Alors, Au ~ E' | 1 

D'apr6s le Th6orSme 2, At (Au)=/d l (Au) .  Done Au est 1 d6compos6e. La 

d6monstration est termin6e. 

Posons alors la d6finition suivante: 
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D~FINn'ION. Soit E et F deux espaces de Banach et u ~ Dp(E,F). On d6finit 

6p sur Dp(E,F) par: 

~p(u) = rcp('u), 1 < p < + oo 

On a ais6ment les corollaires suivants du Th6or~me 3: 

COROLLAIrtE 1. Pour tout p (1 < p < + ~ )6p est une norme sur Dp(E,F). Pour 

p ~ 1, Dp(E,F) muni de 6p est complet. L'espace DI(E,F ) muni de 61 est complet 

si, F est rdflexif et si de plus E' ou F v~rifie l'hypothkse d' approximation mdtrique. 

COROLLAIRE 2. Soit p tel que 1 < p < + ~ .  Consid~rons E' | F comme un 

sous espace vectoriel de Dp(E,F). Alors la norme 6p sur E' | F est dgale ~t /dp. 

REMARQUE. Puisque/dp < dp, on retrouve le fait que toute application p 

nucl6aire h droite cf [18] p. 81) est p-d6composante. Cette propri6t6 est de 

Badrikian [la].  

COROLLAIRE 3. Si F est r~flexif et si de plus, F ou E' vdrifie l'hypothkse d'ap- 

proximation mdtrique alors Dp(E,F) = E' ~ ~dr, (1 < p < + O0). 

En effet, si u e Dp(E, F) on a tue rcp(F', E'), d'apr~s le Th6or~me 3. Mais d'apr6s 

a Lemme 1, tu ~F Q o,\E'; donc u e E' ~ / a F .  Le r6sultat est obtenu. 

COROLLAIRE 4. Soit L pun  espace de type LP(1 < p < + ~ ) et u ~ s p', LP). 

Consid~rons les conditions 

1) u est p nucldaire ?t gauche, 

2) u est p nucldaire d droite, 

3) u est p absolument sommante, 

4) tu est p absolument sommante, 

5) u est p ddcomposde, 

6) tu est p d~eompos~e, 

7) u est p d~composante 

8) tu est p d~composante 

Alors, ces huit conditions sont dquivalentes. 

L'6quivalence entre 1) et 2) est de Chevet [3]. L'6quivalence entre 1), 3) et 5) 

est de Persson [11]. 

D~MONSTI~ATION. Soit E un espace de Banach. D'apr~s le Th6or~me 2 on a: 

sur E | L p, gp < Ap __</dp. Donc, par transposition: 

sur L p | E, dp =< tap < gp/. 

Sur L p | L p, on a alors: 
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dp < tap < gp I < gp < Ap < / d p  < dp. 

Toutes ces normes sont donc identiques sur LP|  L p. On en d6duit le r6sultat 

voulu en utilisant le Lemme 1 et le Corollaire 3. 

TrI~OR~ME 4. Soient E et G deux espaces de Banach tels que G soit isomorphe 

en taut qu' espace vectoriel topologique ?tun sous espace M d'un espace de type 

LP(1 < p < + ~ )  et u ~.LP(E, G). On ddsigne par i l'injection canonique de M 

dans L pet par A l'isomorphisme de G sur M. Alors, si iAu est p ddcomposde, u 

est quasi p nucI~aire et l'on a: 

,<.(u) <_ II A-'II A.(iAu) 
DEMONSTRATION. Soit ueLf (E ,G) ,  tel que iAu soit p-d6compos6. 

Alors iAu ~ E '@ AoL pe t  l 'on a, d'aprSs le Th6orSme 2: 

gp\(iAu) < gp(iAu) < At,(iAu). 

Donc Au est p absolument sommante car rcp(Au)= ZCp(iAu)= gp\(iAu), (cf. 

[18], no. 7 p. 91). Par ailleurs, u = A- 1Au. Donc, u est p absolument sommante et: 

7rp(u) < l[ A-~I1 rcp(Au) 

< I[A-1llAp(iau). 

De plus, gpl(iAu) 6taut fini, iAu est quasi p nucl6aire (cf [-18] p. 92) et l 'on en 

ddduit ais6ment qu'il enes t  de m~me de u. 

TH~OI~ME 5. On fait  sur G et p les m6mes hypothkses que darts le Thdorkme 

4. Alors, sur E | G, on a gp\ Z I[ A-1II II a[I Id.. De plus, toute application u p 

d6composante de E dans G est quasi p nucldaire et: rc,(u) < II A-1 [I II a lib.(u) 
DI~MONSTRATION. Soit v ~E | G. On peut identifier v ~t une application de E'  

darts G. D'apr~s le thdor~me 4 on a: 

gr\(v) < i[ A-  ill Ap(iAv) 

D'apr~s le Th6or~me 2, on a: 

A,(iAv) < /dp(iAv) 

= II A II 
Donc: gp\(v) =< II A- ' [ I  II A II/a.(:). 
Par ailleurs, si u ~ D~(E, G), iAu est p d~compos6e, doric u ~ N~ G) d'apr~s le 

Th6or~me 4. De plus: ~zv(u) < ll A - l  itAp (iAu) < }l A-1  1t [t A llfp(u). 

Nous aurons besoin pour d6montrer les Th6or~me 6 et 7 du lemme suivant: 
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LEMME 2. Soit E et F deux espaces de Banach. M un sous espace de Banach 

de F tel qu'i l  existe une projection lindaire continue P de F sur M ,  ~ une | 

norme et u e E | M.  Ddsignons par , (u;  E, F) la norme de u en tant qu'dldment 

de E |  F. Alors, on a: 

E,F) II e E,F), 

D~MONSTV~TION. Soit i l'injection canonique de M dans F. Alors, on a: 

c~(u; E,F)  = c~((1 | i)(u)).  

___ Ilill 
< a(u). Par ailleurs, 

u = ( I |  ( l |  

IlPll 
IIPII E,F) 

THI~OR/~ME 6. Soit H u n  espace de Hilbert  et E un espace de Banach. Alors 

pour tout p tel que 1 < p < + 0o, il existe une constante 2 v > O, telle que sur 
A 

E |  H, on ait gl\ < 2v/dp. De plus, Dv(E,H ) c E ' |  (autrement dit toute 

application p ddcomposante de E clans H est 1 sommante approximable). 

DI~MONSTRATION. D'apr& le Lemme 2, on constate qu'il suffit de d6montrer 

l'in6galit6 avec H = 1 z. On d6signe par Lq(0,1), (1 < q < +oo), l'espace de 

Banach des classes de fonctions d6finies sur [0, 1],/t valeurs scalaires, de puissance 

q i~me int6grables pour la mesure de Lebesgue et par 7q l'application de 12 dans 

Lq(O, 1), d6finie par: 

(a,)-o ZT= 0 a,r,, les rn 6rant les fonctions de Rademacher (cf [21], p. 212). 

D'apr~s l'in6galit6 de Kintchine (cf [21], p. 213, th. 8.4)), l'espace vectoriel 

7q(l 2) est isomorphe en rant qu'espace vectoriel topologique/t 12. On d6signe par 

jq l'injection naturelle de Lq(0, 1) dans La(0, 1). I1 est clair que jqyq(l 2) est un sous 

espace vectoriel de L~(0,1), ind6pendant de q. Soit u e E | 12, on identifie u/ t  une 

application de E' dans 12. D6signons par 7ffq'application de 7~(12) sur I z r6cip- 

toque de 7~. Alors: 

gll(u) = 

<_ 

< 

< 

gll(Y~ 171u) 

[[ y~-I 1[ gl\(Tlu) 

[1711 ][AI(71u), d'apr6s le Th6orbme 2, 

I[ 7~ -1 ][ A, (~qu), (car l'injection naturelle de Lq(0,1), 
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dans LI(0, 1) est de norme inf6rieure ou 6gale/t 1). Alors: 

gl\(U) ~ 1[ 71"1 11/dq(Tqu ), d'apr6s le Th6or6me 2, 

=< II 7i-~ll II 7. ll/dxu). 
C'est l'in~galit6 cherch~e. 

Par ailleurs, l'espace de Hilbert H est r6flexif et v6rifie l'hypoth~se d'approxima- 
A 

tion m6trique. D'apr~s le Corollaire 3 du Th~or6me 3, Dp(E, H)  = E'  |  En 

utilisant l'in~galit6 qui vient d'etre d6montr6e on obtient le r6sultat voulu. 

TH~OI~ME 7. Soit  E un espace de Banach et L p u n  espace de type L g avec 

1 < p < 2. Alors,  pour tout r tel que 1 < r < p, il exis te  une constante ix, > O, 

telle que sur E @ L p, on air gl l < IX,/d~. De plus,  D~(E, L p) c E '  | gl \ Lp, (au trement  

dit route application r d~composante de E dans L p e s t  absolument  sommante  

approx imab le ) .  

D~MONSTP, ATION. 1) On prend pour espace L p de type L p l'espace LP(0, 1). 

Soit jp l'injection naturelle de L p dans L 1. On sait alors qu'il existe une famille 

d'applications 7,(1 < r < p) de L p dans L" lin6aires continues telles que 7,(L p) soit 

isomorphe ~t L r e n  tant qu'espace vectoriel topologique et que j ,7 , (L p) soit un sous 

espace de L 1 ind~pendant de r (cf ['19] Prop. xv. 6.1). Soit u ~ E | L p. On identifie 

u ~t une application lin6aire continue de E' dans L p. On d6signe par 7i-1 l'applica- 

tion r6ciproque de 71 de 71(L p) dans L p. 

On a: 

gl\(u) = gl\(77171u) 

--< ll7r~ll gi\(71 u) 
---< II 7:1 II A,(7,u), d'apr~s le Th6or~me 2. 

--- 117~ -* !l A,(7,u), car l'injection naturelle de L'(0,1) 

dans L~(0,1) est de norme inf6rieure ou 6gale h 1, 

giX<u) ~ II 7;ill/a,(7,u), d'apr~s le Th6or~me 2. 

=< 117; ill II 7, II/<~xu). 
Donc, l'in~galit~ est obtenue sur E | L p (0, 1). 

2) Soit p tel que 1 < p < 2. On sait que tout sous espace l~(n > 1) peut ~tre 

consid6r6 comme isomorphe, en t an t  qu'espace norm6, ~t un sous espace Mp de 

L p (0, 1), tel qu'il existe une projection P de L p (0,1) sur Mp de norme inf6rieure 

ou 6gale ~t 1. On d6duit alors de 1) et du Lemme 2 qu'il existe une constante a, > 0, 
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(1 < r < p) telle que pour tout n > 1 et tout v ~ E |  IP~ on ait: gl\(v) < a~/d~(v). 

On conclut alors que l'in6galit6 voulue est v6rifi6e sur E | L p, quel que soit 

l'espace L p de type L p, en utilisant le th6or~me III de [10] p. 357. 

L'espace L p 6tant r6flexif et v6rifiant la condition d'approximation m6trique 

on a D,(E,L p) = E' |  p d'apr~s le Corollaire 3 du Th6or~me 3. On en d6duit 

imm6diatement que D~(E, L p) ~- E' ~3 g~\L p. 

COROLLAmE. Sur L p | E, on a /dl < #~ g~l, si l < p < 2 et l < r < p. 

5. Applications 

Les th6or6mes pr6cedents permettent d'obtenir des propri6t6s nouvelles des 

applications p absolument sommantes et p d6composantes. 

TH~OI~ME 8. Soit L un espace de type L ~, C u n  espace de type C , H  un 

espace de Hilbert. Alors, sur L | H, dl est dquivalente ~ /dp et dp pour 1 < p 

< +oo.  De plus: 

Se(L, H) = lq(L,H),  1 < q < + ov ; 

qs H) = ~q~(L, H), (on ddsigne par q~(L, H) l' ensemble des opdrateurs compacts 

de L dans H), 1 < q <= + oo, Dp(C, H) = ~LPg(C, 11), 1 =< p < + ~ (on rappelle 

que .~zJ(C,H) est 6gal h 1'ensemble des op6rateurs nucl6aires de C dans H, cf 

[18] p. 81). 

DI~MONSTRATION. D'apr~s le Th~or~me 6, on a sur L |  g l l < 2 p / d p  

(1 =< p < + ~ ) .  Mais sur L |  d~ = gl = g~l (d'apr6s le Th~orbme 2, Corol- 

laire 2). Donc, on a sur L | H:  

d~ < 2p/dp < 2pdp < 2pdr 

On conclut que sur L | H, les normes d~,/dp et dp sont ~quivalentes. Par dualit6 

([18] th. 3.2 et no. 6 p. 90) on obtient ~ partir de l'6quivalence de d~ et/dp que: 

~ ( L ,  11) = Iq(L, 11) 1 < q < + or. 

D'apr6s ([13] satz 35; voir aussi [18] p. 93, r6sum~) la norme induite par 

Iq(L, E) sur L ~~ | E est g~. Donc, on d~duit de l'6galit6 pr6c6dente que: 

~(L, H) - ~oq(L, H), 1 < q =< + ~ .  

Par ailleurs, on sait que que le dual d 'un espace de type C est de type L (of 

Kakutani [7]). Done, sur C' | H, dt est 6quivalente ~ /dp. Utilisant le corol|aire 

3 du th6or6me 3, on d6duit que: 



oW( L ,L  p) 

Dr(C, LO 

C~(L, LO = ~ ( L ,  LP), p < q <= + oo, si T(L,  LO est l'espace 

compacts de L dans L ~. 

DI~MONSTRATION. : 
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Dp(C,H) = Sfta(C,H), 1 < p < + oo. 

TH~OR~ME 9. Soit L un espace de type L 1, L p un espace de type L P ( 2 < p <  + oo), 

C un espace de typeC.  Alors, s u r L  | L p ' ,d  1 est dquivalente dt dr e t / d  r 

(1 < r < p'). De plus: 

= Iq(L, L 0 = xq(L,  LO, p < q < + oo 

= .~q~ (C, L 0 1 < r < p'. 

des opdrateurs 

D'apr~s le Th6or~me 7, sur L |  p', on a g l \ < i t , / d , ,  

(1 ___ r < p'). Mais g~ = g~\ = dt sur L | L p'. (D'apr6s le Th6or6me 2, Corollaire 

2). Donc, on a aussi: 

d, <= la,/d, < la, d, <= 12,d,, (1 =< r < p'). 

Par dualit6 ([18] th. 3.2 et no. 6 p. 90), on obtient: 

.W(L, L') = Iq(L, L')  = nq(L, LO, p < q < + oo. 

La norme induite par Iq(L,E) sur L ~176 | E 6tant gq(Cf [13] satz 35 ou [18] p. 93, 

rdsum6) on d6duit que 

~(L,  L p) = ,LPq(L, L'),  p < q < + oo. 

Par ailleurs, l'espace C' 6tant de type L ~, le Corollaire 3 du Thdor6me 3 nous 

donne imm6diatement: 

D,(C, LO = oLeO(C, LO, 1 <= r < p'. 

TH~OR~ME 10. Soit E un espace de Banach et L p u n  espace de type L p 

( 2 < p <  +Go). Alors, on a: 

DI~MONSTRATION. 

la forme: 

A 

n~(L p, E) = 7h(L p, E) = L p' | gl \E 1 < q < p'. 

Soit u ~ rcq(L p, E), alors d'apr~s([12] th 2) u se  factorise sous 

u: L p ~ G A--, E, 

G 6tant un sous espace ferm6 d 'un espace L ~ de type L q, A une application lin6aire 

continue, vl un 616ment de ~ ( L  p, G). Soit i l 'injection naturelle de G dans L ~. I1 

nous suffit de montrer que iv1 est un 616ment de nl(LP, L q) ou encore que 
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rcq(L p, L ~) = zcl(L p, L~).. D'apr~s  le L e m m e  1, il suffit pour  cela que sur L p' | L q, gl  

soit 6quivalente ~t gq\. Soit u ~ L p' | LL On a: 

gl \ (u)  < # i / d l ( u ) ,  d 'apr~s  le Th6or~me 7, 

gl\(U) ~ #i//qgq/(t/), 1 < q < p ' ,  d 'apr~s  le corollaire du Th6or~me 7, 

(les constantes/~q et #~ ne d6pendent  que des espaces L p e t  L~). 

Puisque g,i \(u)< g1\(u), le r6suttat est obtertu. 

A l 'a ide  des Th6or~me 1 et 10 on re t rouve imm6dia tement  le r6sultat de Kwapien  

([8],  th. 7 et r emark  4); 

COROLLAIRE. Soit  C un espace de type C et L p u n  espace de type L p (2 < p 

< + oo ). Alors,  ~q~(C, L p) = lrh(C, LP), p < h < + oo. 

REMARQUE. Les r6sultats des Th6or~mes 7 ,8 ,9 ,10  faisant  intervenir  des 

espaces de type L p peuvent  &re sans difficult6 6tendus aux espaces ~ P  de Lin- 

denstrauss et Pelczynski (cf  [9]). 
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